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Umweltprojekte im Mathematikunterricht

Giinther Karigl

Mathematische Modelle aus dem Umweltbereich sind i.a. derart
komplex, dab sie mit exakten Methoden nur unzureichend behan-
delt werden konnen. Dies gilt {ir die mathematische Forschung
genauso wie im Unterricht. Iier bietet sich die Computersimu-
lation als Ausweg an. Im folgenden werden Modellbildung und
Modellsimulation im Umweltbereich an Hand von konkreten Bei-
spielen illustriert. Als Erginzung zu dicser Darstellung ist cine
Programmdiskette mit Simulationsprogrammen zu den bespro-
chenen Modellen vom Autor erhaltlich.

1 Einleitung

,Unter Beriicksichtigung von Intercssen der Schiiler soll cin Sachverhalt mit
mathematischen Verfahren untersucht und dadurch ein vertiefter Einblick in
diesen Sachverhalt gewonnen werden. ... In erster Linic sollte dabei ein
Thema aus cinem auBermathematischen Sachbereich (etwa Alltagsprobleme,
Sozialbereiche, Umwelt, Wirtschaft, Naturwisscuschaften) behandelt werden.
Eine Integration in eines der Stoffgebicte dieser Klasse ist wiinschenswert.
Nach Mdoglichkeit sollte auch eine Zusammenarbeit mit anderen Unterrichts-
gegenstinden angestrebt werden. Zu dicser Forderung aus dem Lehrplan
fir die 5. bis 7. Klasse der AHS mochte der VerfaBer im folgenden cinige
Anregungen geben (siche auch Reichel, 1991). Als Themen fiir einen projekt-
orientierten Unterricht bieten sich Fragestellungen aus dem Umweltbereich
in idealer Weise an. Sie besitzen seit Jahren ungeschmailerte Aktualitit,
{5rdern das UmweltbewuBtscin der Schiler und bieten Ankniplungspunkte
zu Biologic, Chemie, Physik oder den Wirtschaltswisscnschaften.

Eine Ubersicht iber die behandeiten Themen ist in der nachstehenden
Tubelle zusammengestellt. Die Gliederung erfolgt dabei nicht nach mathema-
tischen Gesichtspunkten, sondern nach Sachthemen. Neben dem jeweiligen
Themenkreis sind auch Hinweise zum Anwendungsbezug und zu den verwen-
deten mathematischen Methoden angegeben. Fiir weitere Projektvorschlige
zus dem Bereich der Okologie sci auf Karigl (1991) verwiesen.
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‘Themenkreis Anwendungs- Mathematische
facher Methoden
Verhalten von Populationen, Biologie, Simulation,
welche einer wirtschaftlichen Wirtschalts- dynamische
Ausbeutung unterliegen kunde Systeme
Uberleben in einer schad- Biologie, Simulation,
stoffbelasteten Umwelt Chemie dynam. Systeme
Emission von Schadstoflen Physik, KKurvendiskussion,
Geometrie analyt. Geometrie

2 Verhalten von Populationen, welche einer
wirtschaftlichen Ausbeutung unterliegen

Im Wechselspiel zwischen dkologischen und okonomischen Interessen ist in
den letzten Jahren eine Theorie entstanden, die sich mit der Ausbeutung bzw.
Ernte von Tier- und Pllanzenpopulationen beschiftigt. Dabei interessieren
vor allem Strategien zur Nutzung sogenannter erneuerbarer Resssourcen, z.B.
cines Fisch- oder eines Waldbestandes, die einen biologisch zulassigen und
zugleich wirtschaftlich optimalen Ertrag garantieren (Getz and Haight, 1989).

2.1 Ausbeutung in altersstrukturierten Populationen

Wir betrachten cine Population, etwa cine Fischpopulation, welche einer
wirtschaftlichen Ausbeutung unterliege. Ferner werde angenommen, daf die
Population in Altersklassen (Entwicklungsstadien, GroBenklassen, ...) un-
terglicdert sei. Als konkretes Beispiel wihlen wir das in Abb. 1 dargestellte
3-Klassen-Modell mit konstanten Ubergangs- baw. Fangraten. Die Entwick-
lung der Population werde durch »in diskrebes mathematisches Modell Le-
schrieben, welches die Verdanderung der PopulationsgroBen (24, i, z¢) in den
3 Klassen durch folgendes lineare Differenzensuleichungssystem wicdergibt:

zipr = (U= Ry) (L0y + 8z¢)
Y41 = (1—h2)0,3£¢ fﬁrt=0,l,2,....
zipr = (1= h3) 0,59
Dabei bezeichnen hy, hq, hy die Fangraten in den cinzelnen Klassen; fir sie

st 0 < Ay < 1. Fabt man (x4, 4, 2t) zum Vektor £, und Ay, hy, by zur
Diagonalmatrix f zusammen, so erhilt man in vektorieller Schreibweise
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Abbildung 1: Beispiel fiir eine 3-Klassen-Population

.f[.+.1 = (E b 1{)A’{f( mit

1—hy 0 0 0 10 8
E~I= 0 1 —h, 0 ,M=103 0 0
0 0 1 —hs 0 0,5 0

Der Fangertrag pro Individuum ist gegeben durch

__ Anzahl der gefangenen Tiere (1,1, WHMZ,
‘T Anzahl aller Tiere (1, L,1),

Ohne Ausbeutung wiirde die Population nach dicsem Modell unbe-
schrinkt anwachsen und - wic man zecigen kann - einer stabilen Altersver-
tcilung zustreben. Es sollen nun zwei Fangstrategien untersucht werden, bei
denen dic Fangraten gerade so groB gewihlt werden, daB sich die Population
im Gleichgewicht befindet. In beiden Féllen kann dann der Gleichgewichts-
ertrag pro Individuum ermittelt werden.

» Wihlen wir die Fangraten in allen Altersklassen gleich, also by = hy =
hs = h, so gilt im Gleichgewicht & = (1 — RYMZ, d.h.

z = (1 -h)(10y +82)

y (1—h)0,3z
2 = (1—-h)0,5y.

It

Daraus folgt fiir b die Gleichung 6(1 — A)* + 15(1 — h)? -5 = 0 mit
der Niherungslosung © =2 0,475, Damit erhilt man die Altersklassen-
verteilung & = (1;0,16;0,04) und als okologisch zulissigen Ertrag im
Gleichgewicht
1,08 ..
= ,__23 = 0,90 pro Individuum.

b}
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¢ Wird jcdoch nur in der ersten Altersklasse gefangen und bleibt der
Bestand in den weiteren Klassen crhalten, also iy > Qund Ay = hy =0,
<o lautet die Gleichgewichtsbedingung I = (E — H)M<z bzw.

= 0,3z
z = 0,5y.

Es folgt hy = 0,762, = (1;0,3;0,15) und der Gleichgewichtsertrag
betragt Y = 2,52 pro Individuum.
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Abbildung 2: Altersklassenverteilung und Fangertrag im 3-Klassen-Modeil

Das Verhalten des Modcils bei unterschiedlicher Wahl der Fangraten sowie
deren Einilud aul den Ertrag kann leicht durch Computersimulation unter-
sucht werden. Das Ergebnis cines derartigen Jimulationslaufes st in Abb. 2
dargestellt. Nach einem allgemeinen Resultat von Beddington and Taylor
(1973) ist jede optimale Faagstrategie von der Torm, daB ecine Klasse teil-
weise und eventuell eine weitere Klasse aur Canze ausgebeutet wird.

2.2 Riuber-Beute-Systeme bel Ausbeutung

In dem folgenden Modell werden 2 Populationen betrachtet, die in einer
Riuber-Beute-Wechsclwirkung stehen und dariiber hinaus einer Ausbeutung
unterliegen. Die PopulationsgroBen seien £(t) fir die Beute und y(t) fir
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die Rauber (¢ > 0), die Dynamik des Systems werde durch nachstehendes
Differentialglcichungssystem wiedergegeben (vgl. Myerscough et al., 1992):

d _

£ = rg(l-F)-bymy - T
d

E}tL = sy(riA_H-h‘i)—b

Der Zuwachs der Beutepopulation wird durch die relative Wachstumsrate
r(1 — &) gesteuert, welche mit zunchmender Populationsgrofie vom Hochst-
wert,  (fiir £ = 0) bis auf 0 (fiir ¢ = K) abfallt und dadurch fiir cin beschrank-
tes Wachstum verantwortlich ist. Der Verlust bei den Beutetieren sowie der
Zuwachs der Riuber (pro Zeitcinheit) wird proportional zum Term 5 an-
genommen und trigt damit dem Umstand Rechnung, daB durch eine kleine
Beutezahl die Sterberate der Beutetiere sowie die Geburtenrate der Riuber
durch dic geringe Anzahl von Kontakten zwischen Beute und Raubern verrin-
gert wird (siche Abb. 3). Die Parameter F' und G bezcichnen die Fangraten
fiir diec Beute- bzw. Rauberpopulation.
. / A

> 4-5 -» x
X 1 K /

X
< 1 [ — 1 . / x+A

] 7

Abbildung 3: Qualitativer Verlauf der relativen Wachstumsraten im Rauber-
Becute-Modecll

Um cinen Eiablick in das Modellverhalten zu gewinnen, gehen wir iiber
zu dem transformierten System

2 = p(l-t)=bpy -/

4 = yZ -0~y

und genericren Niherungslésungen ctwa nach dem Eulerschen Polygonzug-
veriahren, dem verbesserten Eulerschen Verfahren oder dem Runge-Kutta-
Yerfahren (siche Karigl, 1991). Dabei zeigt sich, daf 2.B. in Abhingigkeit der
Modellparameter a (Nutzen der Rauber) und f (Fangrate der Beute) sowohl
stabile Randgleichgewichtslagen, innere Gleichgewichtslagen als auch stabile
(renzzyklen auftreten kénnen. Das Aussterben einer Population ist genauso
méglich wie die Koexistenz von Riuber und Beute, sel es auf konstantem
Nivean oder in Form eines wicderkehrenden Zyklus (vgl. Abb. 4).

w
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Abbildung 4: Simulation des Rauber-Beute-Systems

3 Uberleben in einer schadstoffbelasteten
Umwelt

Mit fortschreitender Entwicklung der Landwirtschaft und Industrie nimmt
auch die Zahl der Schadstoffe von Jahr zu Jahr zu. Unter den etwa 2 Millio-
nen natiirlichen oder kiinstlich entstandenen Chemikalien, denen die Lebe-
wesen unserer Erde heutzutage ausgesetzt sind, befinden sich auch zahlreiche
Giftstoffe, die das Uberleben ernsthaft bedrohen. In den beiden folgenden
Beispielen werden die Auswirkungen einer Schadstoffbelastung auf das Po-
pulationswachstum studiert, wobei sowohl dkologische wie chemische Zusam-
menhinge bei der Modellbildung Beriicksichtigung finden. Dabei zeigt sich,
JaB bestimmte Schadstofl-Grenzkonzentrationen existieren, die itber Uberle-
ben oder Aussterben einer Population entscheiden.

3.1 Uberleben einer Population in einer schadstoff-
belasteten Umwelt

Das folgende Modell beschreibt die Entwicklung einer Population, deren Le-
bensraum durch Giftstolfe verunreinigt ist, die sich hemmend auf das Popu-
lationswachstum auswirken. Dabei soll sowohl die Auswirkung ciner einma-
ligen wie die einer chronischen Schadstoffbelastung untersucht werden.

Wir betrachten die ZustandsgréBen x(¢) fiir die PopulationsgroBe, co(T')
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fiir die Schadstoilkonzentration im Organismus der cinzelnen Individuen und
cg(t) fir die SchadstofTkonzentration in der Umwelt. Die Wechselwirkungen
zwischen diesen GroBen mégen durch nachstehendes Differentialgleichungs-
system beschricben werden (Hallam et al., 1983):

dz

% = z(ag- a1z~ a3co)
de

2 = —bico+ bcp

%{1 = ¢-— CCET.

Die relative Wachstumsrate i-&f— ist einc lincare Funktion in z und cp, wobei
sowohl eine Zunahme von z wie von co cin verringertes Populationswachs-
tum zur Folge haben. Die Gleichung fiit co ist eine Reaktionsgleichung erster
Ordnung, der Schadstofl im Organismus wird proportional zu seiner Konzen-
tration abgebaut und zugleich proportional zur Schadstoffkonzentration in
der Umwelt erhéht. Die Konzentration cg schlieBlich wachst mit konstanter
Aufbaurate ¢ und fallt in Abhingigkeit von cg und z.
Im folgenden sollen die Losungen dicses Systems zu den Anfangsbedin-
gungen
z(0) = z9,c0(0) = 0,c£(0) = cpo

untersucht werden.

e Um dic Auswirkungen einer akuten (cinmaligen) Schadstoffdosis ab-
zuschitzen, setzen wir ¢ = 0 und cgo > 0. Die Computersimulation
(siche Abb. 5) zeigt fir kleine Einmaldosen nach anfinglichem Riick-
gang cine Erholung der Populationsgrofe. Diese konvergiert schlieBlich
gegen den Grenzwert limimo 2(t) = ao/ai, wihrend limy.e co(t) =
lim—co ce(t) = 0 gilt. Fiir grobe Anfangsdosen ist jedoch - sclbst bei
cinmaliger Schadstoffbelastung - cin Aussterben der gesamten Popula-
tion moglich.

o Der Fall einer chronischen Schadstoffbelastung entspricht der Parame-
terwall ¢ > 0 und cgo = 0. Auch in diesem Fall ist in Abhéngigkeit von
der Aufbaurate c ein Uberleben (lim;_, z(t) > 0) oder Aussterben der
Population (limg—e z(t) = 0) méglich. Uberlebt die Population, wird
sie allerdings nicht mehr das urspriingliche Niveau (ohne Schadstoft-

belastung) erreichen, sondern cincm nicdrigeren Grenzwert zustreben
(siche Abb. 5).

3.2 Konkurrenzsystem unter Schadstoffbelastung

Wir betrachlen nun ein System zweier konkurricrender Populationen, deren
Wachstum - in jeweils unterschiedlichem Ausma8 - durch Schadstofle in der
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Abbildung 5: Auswirkungen von akuter und chronischer Schadstoifbelastung
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Umwelt beeintrichtigt wird. Die Populationsgrofen seien z{t) und y(f), die
Schadsteflkonzentration sei ¢ und werde der Einfachheit halber als konstant
angenommen. Die Anderung der Populationsgrofen werde beschrieben durch
(Huaping and Zhien, 1991)

dr {

3 = n —anz —apy)r = (rig—ruc- anT — dg2y)z
it

1

;;‘f = (rg—anz—any)y = (ro—ruc—d4n - any)y.

Diese Gleichungen zeigen, daB jede der beiden Populationen durch Schad-
stoifbelastung, durch ihre ecigene GréBe (innerspezifischie Konkurrenz) und
durch die jcwcxls andere Population (interspezifische Konkurrenz) in ihrem
Wachstum Lehindert wird.

dz
dt

crhalt man z = 0 odery =0 odcr cinen inneren Gleichgewichtspunkt (z* ')

Bestimmt man aus 5F = 'ii = 0 die Gleichgewichtsiagen des Systems, so

als Losung des linearen Gleichungssystems

anr+apy = ro—Tnc
anz +axpy = T —Tnc
gemaf
rio a2 'y (g2
(l" ) 1 ro an c T a4
A A l di1 o | A ap; T
a1 T2 an ™M
mil A = a;1a22 — aizaz;. Das ist aber die Gleichung einer Geraden mit

Parameter c. Folglich wird der innerc Gleichgewichtspunkt mit wachsendem
¢ im Phasendiagramm lings ciner Geraden verschoben, und zwar so lange,
bis cine der Populationen verschwindct (siche Abb. 6). Fiir noch groBere

N

b4

W

i i

0 r /a
/ rz/am

Abbildung 6: Phasendiagramm des Konkurrenzsystems

Werte von ¢ sind beide Populationen zum Aussterben verurteilt. In Abb. 7
sind zwei derartige Simulationslaufe dargestellt.
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Abbildung 7: Simulation des Konkurrenzsystems

4 Emission von Schadstoffen

Die formale Beschreibung der Ausbreitung von Luftschadstoffen ist ein
auBerst kompliziertes Unterfangen. Eine Reihe von Einschrinkungen und
Vercinfachungen sind notwendig, um iiberhaupt zu einem mathematischen
Modell zu gelangen. So wird hiaufig die Emissionsquelle auf eine Punkt-
quelle reduziert, Gelindeunebenheiten werden nicht beriicksichtigt, die Erd-
oberfliche wird als vollkommen eben und reflektierend angenommen. Grofle
Schwicrigkeiten ergeben sich auch, wenn man versucht, die Windverhaltnisse,
insbesondere die Thermik bei Berghingen oder an Kiisten, oder chemische
Reaktionen, bei denen Schadstoffe entstehen oder verschwinden konnen, mit-
einzubezichen (Steidl, 1991).

Tin cinfacher Ansatz, bei dem die Schadstoffausbreitung als reiner Diffu-
sionsprozef beschrieben wird, fiihrt auf die Diffusionsgleichung
%j' = div(D - gradc).
Das ist eine partielle Differentialgleichung fiir die Schadkonzentration ¢ =
o(z,y,z,t) im Punkt (z,y,z) zur Zeit t, D bezeichnet die Diffusionskon-
stante. DBetrachtet man speziell eine punktformige Schadstoffkonzentra-
tion der Stirke Qo im Ursprung zur Zeit t = 0 (dh.  o(z,y,2,0) =
Qo6(z)6(y)é(2)), so erhilt man fiir die Konzentration ¢(r,t) im Abstand r
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von der Emissionsquelle zum Zeitpunkt ¢ die Losung

Qo -
er,t) = (‘th)aﬁe D

Imm folgenden soll diese Funktion diskutiert und graphisch veranschaulicht

werden.

Eine graphische Darstellung der Schadstolfverteilung ¢(r,t) kann entwe-
der als 2D-Darstellung der Funktionen ¢ = ¢(r) fiir konstantes t, ¢ = ¢(¢)
{ur konstantes r sowie r = r(t) fir konstantes ¢ erfolgen, oder aber als
3D-Darstellung von ¢ = ¢(r,t) durch geecignete Projektion auf die Zeichen-
cbene. Wir wollen den letzteren Weg cinschlagen und dazu eine einfache
Schragrifprojektion verwenden.

-~

Z

Sehstrahl:
Ebene m: x = 0
. cos ¢
s = sin ¢
tan ¢

N

Abbildung 8: Beispiel einer Schragriiprojektion

Zur Projcktion des crsten Oktanten des R? ist die y-z-Ebene 7 mit der
Gleichung = = 0 geeignet (Abb. 8). Wird ein Punkt (z,y, z) lings des Seh-
strahlvektors §' = (cos ¢, sin g, tan ) auf die Ebene = projiziert, so errechnet
man seine ncuen Koordinaten (u,v) aus der Gleichung

Cos 0
y | +A| sing | =1{ u
z tan v v
gemaf
u = y—zrtany
= o _ ptand
v o= r—zlis.

Im Sonderfall ¢ = 45°,J = arctan 5@ = 35° gilt insbesondere tang = 1 und

tand

= 1, und obige Formel vercinfacht sich zu
cos

= y—z
v = 2Z2-—1I.
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Abbildung 9: 3D-Darstellung zur Schadstoffausbreitung

Die Verteilung der Schadstoffkonzentration in Abhingigkeit vom Radius
r und der Zeit ¢ ist in Abb. 9 mit Hille dieser Schrigrifprojektion veranschau-
licht. Daraus ist deutlich erkennbar, da die Konzentration zu jedem Zeit-
punkt ¢ mit zunehmender Entfernung r von der Emissionsquelle abnimmt.
Betrachtet man jedoch einen beliebigen Ort mit festem Abstand r zur Schad-
stoffquelle, so wird die I(onzentration zunéchst auf einen bestimmten Hochst-
wert ansteigen, um anschlieBend wieder streng monoton abzufallen.

Da das im Abstand r beobachtete Konzentrationsmaximum mit zuneh-
mender Entfernung abuimmt, stellt sich die fiir die Praxis bedeutsame Frage:
Ab welchem Abstand r* zur Emissionsquelle liegt die Schadstollkonzentra-
tion stets unter einem vorgegebenen kritischen Wert ¢*?7 Zur Beantwortung
dieser Frage Letrachten wic die Gleichunyg

. tda - .
C(J‘,c) = ms Dt = ¢

]

velche implizit eine Ffunktion r = r(t) afler Ort-Zeit-Kombinationen defi-
niert, fiir welche die Konzeatration den konstanten Wert * besitzt. Sodann
bestimmen wir das absolute Maximum von r(t), d.h. jenen Abstand %, in
dem die Konzentration den kritischen Wert ¢ gerade noch erreicht (siche
Abb. 10). Diese Uberlegung fithrt auf die Optimierungsaufgabe

Qo

N 2 N !
c(arDipn - T

r3(t) =4DtIn
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mit der Losung

e L (8YP e [T ()"
47 De \ ¢* ! 27e \ ¢ ’

*

Die kritische Konzentration ¢* wird somit zum Zeitpunkt ¢* im Abstand »*

erreicht, fiir 7 > r* licgt die Konzentration stets darunter (siche Abb. 10).
AN’ ’I:,
/ c*

s

C*
- - +
(o4 Cc < c* < ¢
t\
t*

Abbildung 10: Schichtlinien fir ¢ = ¢(r,t)

r*
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